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VORBEMERKUNGEN

Lernziele

1. Fiir jedes Problem gibt es viele unterschiedlich gute
Losungen.

2. Spezifizieren /Quantifizieren von “gut”.
3. oft benotigte Datenstrukturen und Algorithmen

4. Probleme selber losen, Losungen beurteilen

DS 3



EINLEITUNG

Algorithmen

Ein Algorithmus ist ein
e Verfahren (dhnlich Kochrezept)

zur Losung eines Problems.

Ublicherweise:

o FINGABE — AUSGABE

EINGABE durch Problemstellung beschrieben
— durch Algorithmus beschrieben.
AUSGABE durch Problemstellung beschrieben

Ein Algorithmus ist kein Programm:

e Abstraktion von der Darstellung
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EINLEITUNG

Datenstrukturen

Datenstrukturen dienen der Darstellung

e der Eingabedaten
e der Hilfsdaten
e der Ausgabedaten

Am wichtigsten: Hilfsdaten, da auf ihnen gearbeitet wird.

Die Darstellung beeinflufit erheblich die (Effizienz der)
Arbeitsweise mit den Daten.

Beispiel:
e Telefonbuch nach Telefonnummern sortiert

Suchen der Telefonnummer von Guido Moerkotte
wird sehr ineffizient.
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EINLEITUNG

Problemstellung Sortieren

input: Eine Folge (a4, ...,a,) von Zahlen

output: Eine Permutation

/

/
ag,...,Q,

der Zahlen

ai,...,an

mit a; < a;4 fir 0 < < n.
Wahl der Datenstruktur:

e Array, Feld
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EINLEITUNG

Sortieren durch Einfiigen

Idee: Wie beim Kartenspielen:

1. Nimmt die erste Karte auf.

2. Dann fiige jede weitere Karte von rechts in die be-
reits aufgenommenen Karten so ein, dafl die Folge
auf der Hand immer sortiert ist.

Merke: Die Karten miissen im 2. Schritt verschoben wer-
den, damit sie sich nicht verdecken.
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EINLEITUNG

Pseudo-Code

Wir miissen Algorithmen hinschreiben konnen.

Dazu benutzen wir Pseudo-Code.

1. >codiert einen Kommentar
2. <—codiert eine Zuweisung
3. -] ist Array-Zugriff

4. Datenstrukturen haben Eigenschaften (Attribute).
Diese werden iiber Funktionen abgerufen.

(Bsp.: length(A) fiir ein Array A).

Zusatzlich benutzen wir Kontrollkonstrukte wie if~then-
else, while, for etc.
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EINLEITUNG

Sortieren durch Einfiigen

Algorithmus:

INSERTION-SORT (A)
1 for j < 2 to length|A]
2 do key <+ Alj]
> Insert A[j] into sorted sequence A[l..5 — 1].
147 —1
while ¢ > 0 and Ali] > key

do Afi + 1] <+ Ali]

11— 1

Ali + 1] < key

O ~J O O = W
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EINLEITUNG

Sortieren durch Einfiigen

Beispielanwendung:

b 246 1 3

25461 3

DS
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EINLEITUNG

Was jetzt?

Wir haben:
e Einen Algorithmus zum Sortieren einer Folge.
Fragen:

1. Wie “gut” ist sortieren durch einfiigen’

2. Gibt es “bessere” Algorithmen?
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EINLEITUNG

Analyse von Algorithmen

Was heifit “gut”?

Wie messen wir “gut”?

e Unser Interesse: Laufzeit
e Gemessen in: Schritten

e Vorteil: Maschinenunabhangigkeit

Wir gehen dabei von random access machines aus.
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EINLEITUNG

Random Access Machine (RAM)

e [s wird ein Schritt nach dem anderen ausgefiihrt.

e Schritt: Test, Zuweisung usw.
e Jeder Schritt ¢ bekommt ¢;
e k-maliges Ausfithren hat dann Kosten k * c;

e Gesamtkosten = X

DS
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EINLEITUNG

Eine Beispielanalyse

Laufzeit- /Komplexitéts-
Analyse von INSERTION-SORT:

1. komplexe Formel herleiten
2. Darstellung vereinfachen

3. erlaubt einfacheren Vergleich verschiedener Algorith-
men
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EINLEITUNG

Analyse von INSERTION-SORT

Seit;tir 7 = 2,...,n die Anzahl der Ausfiihrungen des
Schleifentests in Anweisung 5 fiir ein gegebenes 7. Wir
definieren nun folgende Kostenkonstanten und stellen
folgende Ausfithrungsanzahlen fest:

INSERTION-SORT (A) costtimes
Ifor j < 2to length[A] ¢ n
2 do key < Alj] co n—1

3 D Insert Aj] into the sorted
> sequence A[l..j —1]. 0 n-—1

4 147—1 cs n—1
5 whilei >0 and Als] > key 7 ,t;
6 do Ali+ 1]+ Ali] ce i o(tj—1)
7 14—1—1 Cy 22?22@]' — 1)
8 Ali+ 1] + key cs n—1
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EINLEITUNG

Analyse von INSERTION-SORT

Wir addieren die Produkte

Kosten mal Anzahl

und erhalten als Laufzeit T'(n):
Tn) = cn+c(n—1)+c(n—1)+

Cy * % t] —+
J=2

<C6‘ -+ 67) * jZZ:Q(tj — 1) -+

cg(n — 1)

Was sagt uns diese Formel?

Was machen wir mit tj?

DS
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EINLEITUNG

Analyse von Algorithmen

Die Analyse von Algorithmen ist nicht einfach!
Folgendes erschwert die Analyse:

Wir beobachten beim Sortieren durch Einfiigen:

e Die Anzahl der Schritte ist abhangig von der Folge
selbst. Bei gleicher Anzahl von Elementen benotigt
der Algorithmus fiir unterschiedliche Folgen unter-
schiedlich viele Schritte. Diese Abhéangigkeit sieht
man deutlich in Schritt 5.

Daher benotigen wir Moglichkeiten verschiedene Ergeb-
nisse fiir Eingaben gleicher Grofie zusammenzufassen.
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EINLEITUNG

Analyse von Algorithmen

Zum Zusammenfassen hat man mehrere Moglichkeiten:

best-case Es wird fiir jede Eingabegrofie das Mini-
mum der Anzahl der Schritte gezéhlt, die die Ein-
gaben dieser Grofie verursachen.

worst-case Es wird fiir jede Eingabegrofie das Maxi-
mum der Anzahl der Schritte gezahlt, die die Ein-
gaben dieser Grofie verursachen.

average-case Es wird die durschnittliche Anzahl der
Schritte aller Eingaben einer Eingabegrofie gezahlt.

Wir werden hauptséchlich worst-case-Analysen durch-
fithren.
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EINLEITUNG

Analyse von INSERTION-SORT

Den best-case erhilt man, falls die Folge bereits sor-
tiert ist. Dann ist ¢; = 1 fiir alle 7 = 2,...,n. Aus

Tn) = cn+c(n—1)+cn—1)+

Cr * % tj —+
7=2

(66 -+ C7) % j§2(tj — 1) -+

cs(n — 1)
wird dann
Tn) = can+ca(n—1)+c4(n —1) +
cs(n —1)+cg(n —1)
= (c1+co+cq+c5+cg)n —
(co + ¢4+ 5+ cs)

Wir erhalten also eine Funktion, die in n linear ist.
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EINLEITUNG

Den worst-case erhilt man, falls die Folge der umge-
kehrten Sortierung entspricht. Dann ist ¢; = j fiir alle
j=2,. .., Mits? 5 =" Tund £ ,(j—1) =

2
1 i
@g—) erhalten wir

T(n) = can+c(n—1)+c(n—1)+

es* X ti+(cst+er)x X (t— 1)+
7=2 7=2

cs(n — 1)
wird dann
Tn) = cn+c(n—1)+cyn—1)+
nin+1 nin—1
cs( ( 5 )—1)+(c6+07)( ( > >)+
cs(n — 1)
C5'+'CG'+'C7 9
= n
2
C5 — Cg — C
(Cl'+'62‘+'04'+' ° 0 7'+-Cg)7l-—

2
(CQ'+'C4'+'C5'+'CS)
Also ist T'(n) quadratisch in n.
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EINLEITUNG

Wachstumsordnung

Da wir nicht an den Details einer Funktion an?+bn +c
fiir Konstanten a, b, ¢ interessiert sind, wollen wir die
Konstanten ignorieren.

Da des weiteren n? schneller wichst als n oder jede Kon-
stante, vernachlassigen wir auch die kleineren Terme.

Wir sind also nur an der Wachstumsordnung (-rate)
n? interessiert. Hierfiir fiihren wir die Notation ©(n?)
(zunéchst informell) ein.

Wir sagen also beispielsweise fiir INSERTION-SORT,
daB er eine worst-case Laufzeitkomplexitit von ©(n?)

hat.

In dieser Notation sehen wir schnell, dal ein Algorith-
mus mit Laufzeitkomplexitit ©(n3) schlechter ist als
einer mit ©(n?).
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EINLEITUNG

Wie entwirtt man Algorithmen?

Algorithmen zu entwerfen ist eine Kunst.
Es gibt nur wenige Verfahren.

Ein Verfahren (noch aus dem alten Rom):

e divide et impera (teile und herrsche, divide and con-
quer)

Vorgehen:

Teile: Zerlege urspriingliches Problem in Teilprobleme.
Herrsche: Lose die Teilprobleme getrennt.

Kombiniere: Fiige die Teillosungen zusammen.

DS 22



EINLEITUNG

Teile und Herrsche: Beispiel

Problemstellung:
e Sortiere eine Folge
Sortieren durch Mischen:

Teile: Zerlege Folge in zwei Teilfolgen

Herrsche: Sortiere Teilfolgen REKURSIV

Kombiniere: Fiige sortierte Teilfolgen durch Mischen
zu einer sortierten Gesamtfolge zusammen

Beachte: Folge der Lange 0 oder 1 ist bereits sortiert.
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EINLEITUNG

Sortieren durch Mischen

MERGE-SORT( A,p,r)
lLifp<r

2 theng+ [(p+7)/2]

3 MERGE-SORT(A, p, q)

4 MERGE-SORT(A,q + 1,7r)
5 MERGE(A, p,q, )

Dabei benutzen wir die Prozedur MERGE um die
zwei Teilfolgen Alp...q] und Alg +1...7] von A zu
mischen. Aufwand: ©(n) mit n = r —p+ 1. (s. Ubung)

Prinzipielles Vorgehen beim Mischen zweier Folgen:
Nimm immer das kleines Element beider Folgen

als nachstes Element der zu konstruierenden Ge-
samtfolge.
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EINLEITUNG

Analyse von Teile-und-Herrsche-Algorithmen

e Teile-und-Herrsche-Algorithmen sind oft rekursiv.

e Daher kann man ihre Lautzeit auch am besten durch
“rekursive” Gleichungen beschreiben.

e Diese heiflen rekurrente (Gleichungen, oder kurz
Rekurrenzen.

e Mathematische Werkzeuge helfen beim Losen.
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EINLEITUNG

Analyse von Teile-und-Herrsche-Algorithmen

Analog der Vorgehensweise beim Entwurf werden die
Rekurrenzen erstellt:

e Gesamtaufwand sei T'(n) fiir Problemgrofie n

e Fiir kleine Probleme (n < c¢) fiir eine Konstante ¢
ist der Aufwand konstant.
Dies notieren wir durch O(1).

e Wir teilen das Problem in a Teile der Grofle 1/b der
Ursprungsgrofe.

e D(n) sei der Aufwand fiir das Teilen.

e ((n) sei der Aufwand fiir das Kombinieren der Teill6sun-
gen.

erhalten wir die Rekurrenz:
[ O(1) ifn<c
Tn) = aT(n/b) + D(n) 4+ C(n) sonst
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EINLEITUNG

Analyse von MERGE-SORT

Annahme:
e n ist Zweierpotenz, d.h. n = 2F fiir geeignetes k.

Das vereinfacht unsere Analyse, da dann die Teilfolgen
genau die GroBe n/2 haben.

Bemerkung:

e Dies beeinflut nicht Wachstumsordnung.
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EINLEITUNG

Analyse von MERGE-SORT

Die Teile:

Teile: die Mitte der Folge kann in konstanter Zeit er-
mittelt werden.

Daher: D(n) = 6(1)

Herrsche: Wir teilen in 2 Teile der Grofie n/2.
Dies ergibt den Anteil: 27'(n/2)

Kombiniere: MERGE hat linearen Aufwand,
d.h.: C(n) =06(n)

Vereinfachung:

e Da ©(n)+ O(1) immer noch linearen Aufwand hat,
konnen wir diese Summe durch ©(n) ersetzen.

Die Summe:
O(1) fn=1

T() =1 97(n/2) + 6(n) it n > 1
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EINLEITUNG

Die Losung der Rekurrenz ist
T(n)=0(nlgn)

(lg ist Log. zur Basis 2)

Folgerung:

e Fiir grofle n ist

— MERGE-SORT mit ©(nlgn) besser als

— INSERTION-SORT mit ©(n?) worst-case-Ver-
halten.

So sieht das aus:

n 16 = 2411024 = 21%| 1.048.576 = 2%
nlgn 64 10.240 20.971.520
n? 206 | 1.048.576|1.099.511.627.776

(Letzter Eintrag: Telefonbucheintrége von Hamburg sor-
tieren.)
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EINLEITUNG

Abgleich mit Lernzielen

Zwei Losungen fiir Sortierproblem.
MERGE-SORT schneller als INSERTION-SORT
Laufzeit quantifizierbar in ©(-).

A

. Sortieren ist haufig vorkommendes Problem.
Fiir dieses kennen wir jetzt zwei Algorithmen.

5. “Probleme selber l6sen, Losungen beurteilen:”

Dafiir fehlt noch die Ubung.
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EINLEITUNG

Oftene Fragen:

1. Was ist O(-) genau?

2. Wie 10st man Rekurrenzen?

Die Antworten kommen in Kurze.

Was fehlt noch:

e Mehr Beispiele und viel Ubung.
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WACHSTUM VON FUNKTIONEN

Wiederholung Wachstumsordnung

e Ein Algorithmus benotigt fiir jedes Problem eine be-
stimmte Anzahl von Schritten.

e Die Anzahl der Schritte wird abgeschatzt.

e Die abgeschétzte Anzahl der Schritte wird durch
Funktionen beschrieben.

e Wir interessieren uns nicht fiir Details.
Bei einer Funktion an® + bn + ¢ interessieren uns
nicht:
— Konstanten (a, b, ¢)
— Terme, die durch andere subsumiert werden (n
durch n?)

e Uns interessiert nur das asymptotische Verhalten.
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WACHSTUM VON FUNKTIONEN

Wozu das Ganze?

e Zahlen der Schritte, damit wissen wir wie schnell ein
Algorithmus ist.

e Zahlen der Schritte, damit wir sagen konnen welcher
Algorithmus besser ist.

e Weg mit den Details, damit

— wir maschinenunabhangig sind
— damit die Sache einfacher wird:

x Zahlen wird einfacher.
x Vergleichen wird einfacher.
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WACHSTUM VON FUNKTIONEN

Funktionen fiir die Analyse

e Die Eingabegrofie geben wir als natiirliche Zahl n
an.
Beispiel: Lange der zu sortierenden Folge.

e Die Anzahl der Schritte geben wir als natiirliche
Zahl T'(n) an.

e Also verwenden wir zur Beschreibung der Laufzeit
eines Algorithmus Funktionen T': N — N.

Anmerkungen:

e Meistens fithren wir eine worst-case-Analyse durch.
(Da viel einfacher als mittlerer Fall.)

e Wir benutzen aber auch Funktionen die reelle Zah-
len auf reelle Zahlen abbilden.
Man kann sich vorstellen, dafl diese auf natiirliche
Zahlen eingeschrankt werden, und das Bild mittels
[-] auf eine natiirliche Zahl abgebildet wird. Dies
machen wir jedoch nicht explizit.
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WACHSTUM VON FUNKTIONEN

Die ©-Notation

Def.:

Sei g(n) eine Funktion. Wir definieren ©(g(n)) als eine
Menge von Funktionen:

O(g(n)) = {f(n)|dec1, co,ng > 0Vn > ng
0 < cagln) < fn) < cg(n)}

[

Es gilt also f(n) € ©(g(n)), falls f(n) zwischen ¢1g(n)
und cog(n) eingeklemmt werden kann.

©(g(n)) bildhaft:
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WACHSTUM VON FUNKTIONEN

Vereinbarung/Anmerkungen

e Wir schreiben auch f(n) = ©(g(n)) statt f(n) €
O(g(n)).
o Falls f(n) = ©(g(n)), so ist f(n) ab einem be-

stimmten n > ng nie weiter als einen konstanten
Faktor von g(n) entfernt. Falls dies gilt, so sagt man
auch, dafl g(n) eine asymptotisch enge Grenze fiir

f(n) ist.

o Fiir f(n) = ©(g(n)) mud f(n) asymptotisch nicht

negativ sein. Fiir jedes g(n), das nicht asymptotisch
nicht negativ ist, ist ©(g(n)) = 0.
Daher setzen wir voraus, daf alle g(n), die inner-
halb von O(-) auftauchen asymptotisch nicht nega-
tiv sind. Das gleiche gilt auch fiir andere asympto-
tische Notationen, die wir noch einfiihren werden.
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WACHSTUM VON FUNKTIONEN

Macht © was es soll?

Motiviert wurde © durch weglassen von Konstanten
und Termen niedriger Ordnung. Daf3 dies durchaus rich-
tig ist, demonstrieren wir an einem Beispiel. Wir zeigen:

1/2n* — 3n = O(n?)
Dazu benotigen wir Konstanten ¢y, ¢o, ng mit
cin? < 1/2n* — 3n < con?
fiir alle n > ng. Dividieren durch n? ergibt
c1<1/2—-3/n<c
e Die rechte Gleichung gilt (bspw) fiir alle n > 1, falls
co > 1/2.
e Die linke Gleichung gilt (bspw) fiir alle n > 7, falls
cp < 1/14.

Mit ¢; = 1/14, ¢ = 1/2 und ny = 7 haben wir also
bewiesen, daf 1/2n? — 3n = ©(n?).
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WACHSTUM VON FUNKTIONEN

Macht © was es soll?

Wir zeigen jetzt:

6n° # O(n?)
Annahme: decg, ng, so dafl

6n° < 02n2
tir alle n > ny. Daraus folgt aber

n < cy/6

Das kann aber nicht sein, da n beliebig grofi werden
kann und ¢y eine Konstante sein mufl. Widerspruch.
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WACHSTUM VON FUNKTIONEN

Allgemeineres Beispiel

Fiir
f(n) =an* +bn +c
gilt
f(n) = O(n)
Dazu kann man bspw. die Konstanten
C1 = a/4
co = Ta/4

no = 2+ max(|b]/a, |c|/a)

benutzen. (s. Ubung)
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WACHSTUM VON FUNKTIONEN

Polynome

Satz: Sei ]
> aml
i=0
ein Polynom mit Konstanten a;, wobei ag > 0. Dann

gilt

(Beweis s. Ubung)

Vereinbarung;:

Jede Konstante ist ein Polynoms n' 0-ten Gra-
des. Wir schreiben jedoch statt ©(n") lieber ©(1).
Dabei identifizieren wir die Konstante 1 mit der
Funktion, deren Funktionswerte konstant 1 sind.
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WACHSTUM VON FUNKTIONEN

Obere und untere Schranken

O klemmte eine Funktion nach oben und unten bis auf
eine Konstante ein.

Manchmal ist das ein bischen viel. Daher fihren wir
noch Notationen ein fir

e obere Schranken

e untere Schranken

DS 42



WACHSTUM VON FUNKTIONEN

Die O-Notation

sprich:
e grofy Ohhh

O

e wird fiir asymptotische obere Schranken benutzt

e das ist niitzlich fiir einfache worst-case Abschatzun-
gen

Def.:
O(g(n)) = {f(n)|3c,noVn > nyg
0 < f(n) <cg(n)}
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WACHSTUM VON FUNKTIONEN

Die O-Notation

Anmerkungen:

e wir schreiben auch wieder f(n) = O(g(n))

e es gilt ©(g(n)) € O(g(n))
e Implikation: an? + bn + ¢ = O(n?)

O(g(n)) bildhaft:

DS

44



WACHSTUM VON FUNKTIONEN

Beispiel
Fiir
f(n)=an+b
gilt
f(n) = O(n?)

Zu finden sind ¢, ng mit
0<an+b<cn’
Fiir ¢ = a + |b| gilt
0<an+b<cn
fir allen > 1, da
an+b < an+ |b|
< an + |b|n

IA

(@ + [b)n
(a + |b])n?

IA

firn > 1.
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WACHSTUM VON FUNKTIONEN

Anwendung von O

Der Algorithmus INSERTION-SORT hatte die Form

for j <2 to length(A)
key < Alj]
while ¢ > 0 and a[i] > key
Ali + 1] < Ali]
11— 1
Ali + 1] <key

CO J O Ot DN =

Wir beobachten:

e Die beiden Schleifen werden jeweils maximal n mal
durchlaufen (eigentlich viel weniger oft).

e Die beiden Schleifen sind geschachtelt.

Dies impliziert sofort fiir die Laufzeit T'(n):
T(n) = O(n’)

Manchmal ist man schon mit so einem Ergebnis zufrie-
den.
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WACHSTUM VON FUNKTIONEN

Anmerkung:

Es ist technisch gesehen ein Fehler zu sagen, daf3
die Laufzeit von INSERTION-SORT O(n?) ist,

da die Laufzeit noch von der konkreten Einga-
befolge abhangt.

Noch deutlicher:

e Die Laufzeit von INSERTION-SORT ist keine Funk-

tion von n!!!
Wir werden jedoch iiber solche Details hinwegsehen.
Wie:

e [iir die worst-case-Analyse konnen das Maximum
aller Laufzeiten fiir alle folgen der Lange n als T'(n)
nehmen.

Damit sind wir aus dem Schneider: Wir haben eine
Funktion in n.
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WACHSTUM VON FUNKTIONEN

Die (-Notation

So wie O eine obere Schranke ist, ist {) eine untere
Schranke.

Def.
Qg(n)) = {f(n)|Te,noVn > nyg
0 <cg(n) < f(n)}

Bildhaft:
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WACHSTUM VON FUNKTIONEN

Der erste wichtige Satz

Theorem 2.1:
Fiir je zwei Funktionen f(n) und g(n) gilt:

f(n) =0©(g(n)) <~ f(n) = O(g(n))Af(n) = Q(g(n))
(Beweis: s. Ubung)

Anwendung des Theorems: asymptotisch enge Schran-
ken aus unteren und oberen Schranken gewinnen.

Manchmal geht es jedoch nicht so gut: INSERTION-
SORT:

e best-case: T'(n) = Q(n)
e worst-case: T'(n) = O(n?)

Verabredung: Wenn wir sagen die Laufzeit eines Algo-
rithmus ist {2(f(n)), meinen wir den best-case. Analog

fir O(f(n)).
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WACHSTUM VON FUNKTIONEN

Asymptotische Notationen in Gleichungen

In der Einleitung haben wir bereits asymptotische No-
tationen in Gleichungen verwendet. Bsp.:

e T'(n)=0(n)+06(1)
e T'(n)=2T(n/2)+ 6(n)
o n = 0(n?

Was ist die Semantik?
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WACHSTUM VON FUNKTIONEN

Asymptotische Notationen in Gleichungen

Fir einen Fall haben wir es schon definiert:

e Falls auf der linken Seite der Gleichung eine Funk-
tion steht, und auf rechten asymptotische Notation,
so ist dies als Mengenzugehorigkeit zu interpretie-
ren.

Ansonsten interpretieren wir eine asymptotische Nota-
tion auf der rechten Seite einer Gleichung als eine an-
onyme Funktion f, die wir nicht bezeichnet haben, und
die in der entsprechenden Klasse enthalten ist.

Beispiel:
2n® 4+ 3n + 1 = 2n* 4+ O(n)

interpretieren wir als
on® +3n +1=2n’+ f(n)
fir f(n) € O(n).
(Dabei ist f(n) implizit Existenzquantifiziert.)

DS 51



WACHSTUM VON FUNKTIONEN

Asymptotische Notationen in Gleichungen

Wichtig:

e Jedes Vorkommen einer asymptotischen Notation
bedeutet eine originare Funktion, selbst wenn der
Ausdruck gleich sein sollte.

Extremes Beispiel: In

x O(1)

bezeichnet O(i) eine Funktion.

Damit ist dieser Ausdruck ungleich von folgendem Aus-
druck:

O(1)4+0(2)+03)+...+0(n)
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WACHSTUM VON FUNKTIONEN

Asymptotische Notationen in Gleichungen

Manchmal kommen asymptotische Notationen auf bei-
den Seiten einer Gleichung vor. Dann interpretieren wir
dies wie folgt:

e [iir alle moglichen Funktionen, die wir fiir die asym-
ptotischen Notationen auf der linken Seite einsetzen
konnen, existieren Funktionen, die wir fiir die asym-
ptotischen Notationen auf der rechten Seite einset-
zen konnen, so dafl die resultierende Gleichung gilt.

Beispiel:
2n? + O(n) = B(n?)
wird interpretiert als:
Fir alle f(n) € O(n) existiert ein g(n) €
O(n?), so dafs

2n® + f(n) = g(n)
qilt.
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Gleichungsketten

o2n’+3n+1 = 2n° 4+ O(n)
= O(n?)
Dies resultiert in zweil Gleichungen.

Die erste Gleichung besagt, dafl es eine Funktion f(n) €
©(n) gibt mit
2n* 4+ 3n+ 1 =2n*+ f(n)

Die zweite Gleichung besagt, dafl es fiir jedes f(n) €
O(n) ein g(n) € O(n?) gibt mit

2n° + f(n) = g(n)
Diese beiden Aussagen implizieren:

Es gibt ein g(n) € ©(n?) mit
on? +3n+1=g(n)

Dies ist genau das, was wir intuitiv erwarten wiirden.
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Die o-Notation

Betrachte:
n = O(n?)
on? = O(n?)

Die zweite Gleichung ist eng, die erste ist es nicht. o
erfal3t nun nur die nicht engen asymptotischen oberen
Schranken:

o(g(n)) = {f(n)|Ve > 0dng > 0Vn > ny

0< f(n) <cg(n)}

Man beachte, da8 ¢ gegen 0 gehen kann. f(n) = o(g(n))
impliziert also
f(n)

sy =0
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Die w-Notation

Analog definieren wir die nicht engen unteren Schran-
ken:

w(gn)) = {f(n)|Ve > 03ny > OVn > ny
0 < cg(n) < f(n)}
Beispiel:
n*/2 = w(n)
n?/2 # w(n?)

Die Definition von w impliziert fiir f(n) = w(g(n)):
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Eigenschaften der asymptotischen Notationen

Viele Eigenschaften, die beispielsweise fiir die reellen
Zahlen gelten, gelten auch fiir die asymptotischen No-
tationen:

Reflexivitit:
f(n) = O(f(n))
f(n) = O(f(n))
f(n) = Q(f(n))
Symmetrie:

f(n) =6(g(n)) <> g(n) =0O(f(n))
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Eigenschaften der asymptotischen Notationen

Transitivitét:
f(n) = 6(g(n)),g(n) = O(h(n)) > f(n)=0O(h(n))
f(n) = O(g(n)),g(n) = O(h(n)) > f(n)=O(h(n))
f(n) =Qg(n)), g(n) = Q(h(n)) > f(n)=Q(h(n))
f(n) = ol(g(n)),g(n) = o(h(n)) > f(n)=o(h(n))
f(n) = w(g(n)),g(n) = w(h(n)) > f(n) = w(h(n))
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Analogien zu den Reellen Zahlen

Wegen dieser Eigenschaften, kann man folgende (hin-
kende, siche unten) Analogie aufstellen:

f(n)=0(g(n)) = a<b

)
f(n) =Q(g(n)) = a =>b
f(n) =0©(g(n)) = a=>b
f(n) =o(g(n)) = a<b
f(n) =w(g(n)) = a>b

Eine Eigenschaft gilt jedoch nicht:

Fiir je zwei reelle Zahlen a und b hat man a = b,
a < b, oder a > b.

Es kann aber sein, daf fiir zwei verschiedene Funktionen

f(n) und g(n) weder f(n) = O(g(n)) noch f(n) =
Q(g(n)) gilt. Beispiel: n und ),
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Was brauchen wir noch bevor es richtig losgeht?

Das nachste Kapitel ist tiber
e Sortieren

Dazu brauchen wir
e Baume.

Fir Baume brauchen wir
e Graphen.

Fir Graphen brauchen wir
e Relationen.

Fiir Relationen brauchen wir
e Mengen.

Die setze ich als bekannt voraus.
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Relationen (Def.)

Def.: Eine bindre Relation R zweier Mengen A und
B ist eine Teilmenge des kartesischen Produkts

A x B, also
R C A x B.

e Fiir (a,b) € R schreiben wir auch aRb.

e cine binare Relation R iiber A ist eine Teilmenge

von A x A.

e Beispiele iiber den natiirlichen Zahlen: =, < <.

Letzteres:
<={(a,b)|la,b € N,a < b}

Def.: Eine n-dre Relation tiber den Mengen A4, ..., A,
ist eine Teilmenge von A; X ... X A,. O
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Relationen (Figenschaften)

Sei R eine bindre Relation R C A x A.

R heifit reflexiv, falls Va € A aRa

R heifit symmetrisch, falls aRb > 0bRa

R heifit transitiv, falls aRb,bRc > aRc

Ist R alles drei, so heiit R Aquivalenzrelation.
Beispiele:

e = und < sind Aquivalenzrelationen.

e < ist nicht reflexiv

Jede Aquivalenzrelation partitioniert A in n > 0 dis-
junkte Teilmengen (Partitionen).
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Gerichtete Graphen

Def. Ein gerichteter Graph ist ein Paar (V, F),
wobei V' eine endliche Menge ist und E eine binéare

Relation tiber V', also E CV x V.

Die Elemente aus V' heiflen Knoten, die aus £ Kan-
ten.

Beispiel:

oV =1{1,2,3,4,5,6)
o /={(4,1),(1,2),(2,2),(2,4),(4,5),(5,4),(3,6)}
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Ungerichtete Graphen

Def. Ein ungerichteter Graph ist ein Paar (V, F),
wobeil V' eine endliche Menge ist und E eine ungerich-
tete Menge von Paaren (u,v) mit u,v € V und u # v
1st.

Die Elemente aus V' heiflen Knoten, die aus £ Kan-
ten.

Beispiel:

o/ = {1,2,3,4,5,6}
o IV = {(172>7 (175)7 (275)7 (37 6)}
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Allgemeine Sprechweisen bei Graphen

Viele Sprechweisen sind bei gerichteten und ungerichte-
ten Graphen die gleichen, haben aber u.U. leicht unter-
schiedliche Semantik.

Sei (u,v) € E. Dann sagen wir:

e Lis fiithrt eine Kante von u nach v.

e Die Kante verlafit u.

e Die Kante fiihrt zu v.

e Die Kante ist eine von u ausfallende Kante.
e Die Kante ist eine in v einfallende Kante.

e 1 ist benachbart zu v.
(bei gerichteten Graphen ist dies nicht notwendig
symmetrisch)

e y und v sind durch eine Kante verbunden (bei un-
gerichteten Graphen).

e [st u = v, so heifit die Kante Schleife (bei gerichteten
Graphen).
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Grad

F1ir gerichtete Graphen definieren wir:

e Der In-Grad eines Knotens ist die Anzahl der ein-
fallenden Kanten.

e Der Aus-Grad eines Knotens ist die Anzahl der aus-
fallenden Kanten.

e Der Grad eines Knotens ist die Summe aus In-Grad

und Aus-Grad.
Fiir ungerichtete Graphen definieren wir:

e Der Grad eines Knotens ist die Menge aller Kanten,
die mit dem Knoten verbunden sind.
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Ptad

Def.: Ein Pfad der Lange k von einen Knoten u zu
einem Knoten u' in einem Graphen G = (V, F) ist eine
Folge

<U0, U1,y ... ,vk,>

mit folgenden Eigenschaften:

1.’(}0:’LL
2.vk:u’

3. (%’—17%’) el firl<:<k

Anmerkung:

e Die Lange eines Pfades ist also die Anzahl der Kan-
ten im Pfad.
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Sprechweisen /Definitionen

e Der Pfad enthélt die Knoten v;.
e ' ist von u aus erreichbar.
e u und v’ sind durch einen Pfad verbunden.

e Eiin Pfad heifit einfach, falls er keinen Knoten mehr
als einmal enthalt.

e Ein Teilpfad ist eine Teilfolge von (vg, vy, ..., k),
also eine Folge

<Uz'7 Vit1y. - - ,”Uj>
mit 0 <7 <9 <k.
e Fin Zyklus ist ein Pfad mit vy = vy.

e Fin einfacher Zyklus ist ein Zyklus, bei dem sonst
keine zwei Knoten gleich sind.

e Ein Graph mit Zyklus heifit zyklisch, einer ohne Zy-
klus heif3t azyklisch.
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Zusammenhang

e Eiin ungerichteter Graph heiffit zusammenhingend,
falls je zwei Knoten durch einen Pfad verbunden
sind.

e Die Zusammenhangskomponenten cines Gra-
phen sind die Aquivalenzklassen unter der erreich-
bar-Relation.

e Ein ungerichteter Graph ist genau dann zusammenhangend,
wenn er nur eine Zusammenhangskomponente hat.

e Ein gerichteter Graph heifit streng zusammenhéngend,
falls je zwei Knoten voneinander erreichbar sind.

e Die strengen Zusammenhangskomponenten
sind die Aquivalenzklassen der gegenseitig-erreich-
bar-Relation.
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Graphisomorphie

Def.:

Zwei Graphen G = (V, E) und G' = (V' E') heiflen
isomorph, falls es eine Bijektion f : V — V' gibt,
mit

(u,v) € E <>~ (f(u), f(v)) € &
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Teilgraphen

Def.:

Ein Graph G' = (V', E’) heifit Teilgraph (Unter-,
Sub-) eines Graphen G = (V, F), falls

L.V'CV

2.FCFE

[

Gegeben eine Menge V/ C V| dann definiert man den
von V' induzierten Teilgraphen von G = (V, E) als
den Graphen G' = (V', E') mit

E' ={(u,v) € Flu,v e V'}
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Richten und Unrichten

Def.:
Sei G = (V, F) ein ungerichteter Graph. Dann heifit

G' = (V, E') mit
(u,v) € B' <> (u,v) € E

die gerichtete Version von G.
[]

Es wird also jede ungerichtete Kante durch zwei gerich-
tete ersetzt.
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Richten und Unrichten

Def.:
Sei G = (V, F) ein gerichteter Graph. Dann heifit G' =
(V, E') mit

(u,v) € B <> (u,v) € EANu #v

die ungerichtete Version von G.
[]

Man beachte, dafl keine Kante “doppelt” vorkommt, da
ja (u,v) und (v, ) in einem ungerichteten Graphen die
gleiche Kante sind.

In einem gerichteten Graphen G' = (V, E) ist der Kno-
ten u ein Nachbar von Knoten v, falls in der unge-
richteten Version von GG die Knoten « und v benachbart
sind.
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Spezielle Graphen (Sonderfille)

e Fiin vollstandiger Graph ist ein ungerichteter
Graph, in dem je zwei Knoten benachbart sind.

e Fiin bipartiter Graph ist ein ungerichteter Graph
G = (V,E), in dem V in zwei disjunkte Teilmengen
(Partitionen) V' und V" zerlegt werden kann mit

(u,v) €E = (ueV' Ave V")V
(we V" AveV
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Spezielle Graphen (Sonderfille)

e azyklischer, ungerichteter Graph heift auch Wald.

e verbundener, azyklischer, ungerichteter Graph heif3t
(freier) Baum.

e Multigraph ist analog zum ungerichteten Gra-
phen definiert, nur dafl er Mehrfachkanten und Schlei-
fen enthalten kann.

e Hypergraph ist analog zum ungerichteten Gra-
phen definiert, nur dafl eine Kante mehr als zweil
Knoten beinhalten kann (also eine beliebige Men-
ge). Eine solche Kante heifit dann Hyperkante.

Baume sind so wichtig, dafl wir sie noch austfiihrlicher
behandeln.

DS 78



RELATIONEN, GRAPHEN UND BAUME

Freie Baume

Detf.: Ein freier Baum ist ein verbundener, azyklischer,
ungerichteter Graph.
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Baume

Satz: Sei G = (V, F) ein ungerichteter Graph. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

1. (G ist ein freier Baum.

2. Je zwei Knoten in G sind durch einen eindeutigen
einfachen Pfad verbunden.

3. GG ist zusammenhangend, aber falls nur eine Kante
entfernt wird, so ist der resultierende Graph nicht
mehr zusammenhangend.

4. G ist zusammenhéngend und |E| = |V| — 1.
5. G ist azyklisch und |F| = |V| — 1.

6. GG ist azyklisch, aber falls nur eine Kante zu F hinzu-
gefiigt wird, so ist der resultierende Graph zyklisch.
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Bewels

(1) = (2): Da ein Baum zusammenhéngend ist, sind
je zwei Kanten in G durch mindestens einen einfachen

Pfad verbunden.

Seien u und v durch zwei einfache Pfade p; und ps
verbunden:

Sei w der Knoten, nach dem sich p; und ps unterschei-
den.

Sei z der erste Knoten, an dem sich p; und py wieder
treffen.

Seien p’ und p” die Teilpfade von w nach z von p; und
p2-

Dann haben p’ und p” nur die Endpunkte gemeinsam.

Daher ist p'p” ein Zyklus.

DS 82



RELATIONEN, GRAPHEN UND BAUME

DS

83



RELATIONEN, GRAPHEN UND BAUME

(2) = (3): Da je zwei Knoten durch einen einfachen
Pfad verbunden sind, ist G verbunden. Da dieser Pfad
eindeutig ist, fiihrt das entfernen einer Kante auf diesem
Pfad dazu, daBl G unverbunden ist.

(3) = (4): G ist verbunden. Also (Ubung) |E| >
V| — 1. Wir zeigen durch Induktion |F| < |V|— 1.

[.A.: Ein verbundener Graph mit n = 1 oder n = 2
Knoten hat n — 1 Kanten.

I.S.:
Annahme: G hat n > 3 Knoten. Jeder Graph mit < n
Knoten und (3) erfiillt |E| < |V] — 1.

Entfernen einer Kante 148t G' in £ > 2 Komponenten
zerfallen. Jede Komponente erfiillt (3) (sonst wiirde G

nicht (3) erfiillen).

[.H.: Anzahl der Knoten in allen Komponenten ist hochstens
V| —k < |V|—2. Plus die entfernte Kante ergibt ma-
ximal |V'| — 1 Kanten.
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(4) = (5): Sei G ist verbunden mit |E| = |[V]| — 1
Kanten.

zu zeigen: G azyklisch.
Annahme: G enthéalt Zyklus vy, ..., v,.

Sei Gy = (Vi, E}) der Teilgraph von G, der nur den
Zyklus enthélt. Dann gilt |V;| = |Fi| = k.

Falls |V| < k, gibt es einen Knoten vgy1 € V' \ Vi, mit
(Vga1,v;) € F fiir ein v; € Vi, da G verbunden ist.

Definiere
Grr1 = (Vig1, Ery1)
Vi1 = Vi U{vks1}
Ery1 = B U{(kr1,00)}
Es gilt: |Vit1| = | Exs1] = k1.
Falls kK + 1 < n, machen wir weiter mit ;o usw.

Ergebnis: Teilgraph G,, = (V,, E,) von G mit |V,| =
|E,| = n. Widerspruch.
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(5) = (6):
Sei G azyklisch mit |E| = |V| — 1.
Sei k die Anzahl der Verbundkomponenten von G.

Jede Verbundkomponente ist ein freier Baum (nach De-
finition). Da (1) => (5) ist die Summe aller Kanten in
allen Komponenten |V| — k.

Also mufl £ = 1 gelten und G ist ein Baum.

Da (1) = (2) sind je zwei Knoten durch einen einfa-
chen Pfad verbunden. Hinzufiigen einer Kante erzeugt
also einen Zyklus.
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(6) = (1);

Sei G azyklisch, aber jedes Hinzufiigen einer Kante er-
zeuge einen Zyklus.

zu zeigen: G verbunden.

Seien © und v zwel beliebige Kanten in GG. Falls v und
v nicht bereits benachbart sind, fithrt das Hinzufiigen
von (u,v) zu einem Zyklus.

Also gab es bereits einen Pfad von u nach v.

Da u und v beliebig gewahlt waren ist G verbunden.
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Wurzelbaum (rooted tree)

Def.: Ein Wurzelbaum ist ein freier Baum in dem
ein Knoten als Wurzel ausgezeichnet wird.

Die Wurzel eines Wurzelbaumes (oder kurz Baumes)
zeichnen wir nach oben.
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Baum

Betrachte einen Knoten x in einem Baum 7' mit Wurzel
T,

e Jeder Knoten y auf einem Pfad von r zu x heifit
Vorginger (ancestor) von .

e Falls y ein Vorganger von x ist, so heifit x Nachfolger
VOn .

e Jeder Knoten ist Vorganger und Nachfolger von sich
selbst.

e Ist x # y, so sprechen wir von echten Vorgidngern
und Nachfolgern.

e Der Teilbaum des Knotens z ist der von den Nach-
folgern von x induzierte Teilbaum von 7.
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Baum

e Falls die letzte Kante vom Pfad von r nach x (y, )

ist, so heifit y Vaterknoten (parent) von x und x
heiit Sohnknoten (child) von y.

e Falls z und z den gleichen Vaterknoten haben, so
heiflen sie Briider (sibling).

e Die Wurzel ist der einzige Knoten in einem Baum
ohne Vaterknoten.

e Knoten ohne Sohnknoten heilen Auflere Knoten
oder Blattknoten.

e Alle anderen Knoten heiflen innere Knoten.

DS 91



RELATIONEN, GRAPHEN UND BAUME

Baum

e Die Anzahl der Sohnknoten eines Knotens 2 heif3t
Grad von z.

e Die Linge des Pfades von 7 nach z heifit Tiefe (Ebe-
ne, Level) von z.

e Die maximale Tiefe der Knoten in T heif3t Hohe von
T,
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Baum

Def.: Ein geordneter Baum ist ein Wurzelbaum,
bei dem die Sohnknoten geordnet sind.

Das heif3t also, daff wir vom 1., 2., bis zum k-ten Sohn
sprechen konnen.
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Binarbaum

Def.: Ein Bindrbaum 7' ist {iber einer endlichen Men-
ge N von Knoten wie folgt definiert:

e V ist leer, oder

e NV enthalt drei disjunkte Teilmengen: einen Wurzel-
knoten r, und zwei Binarbaume L und R, die auch
linker und rechter Teilbaum von 7" genannt werden.

Falls IV leer ist, so heifit T' auch leerer Baum. Wir
bezeichnen ihn mit NIL.

e ['iir einen Knoten x sprechen wir von rechtem
und linkem Sohn fir die Wurzeln nichtleerer lin-
ker und rechter Teilbaume.

e In einem vollstindiger Binidrbaum hat jeder
Knoten entweder 2 oder 0 Sohne.
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Binarbaum

Beachte:

e Eiin Bindrbaum ist ein bischen mehr als ein geordne-
ter Baum mit Gradbeschrankung 2 fiir jeden Kno-
ten:

— Selbst wenn nur ein Sohn vorhanden ist, so ist
dieser entweder linker oder rechter Sohn.

e Also konnen zwei verschiedene Binarbaume den glei-
chen geordneten Baum darstellen.
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Positionsbaume

Die Art der Positionierung, die bei Bindrbdumen be-
nutzt wurde, kann auf beliebige Anzahl von Sohnknoten
verallgemeinert werden. Dies fiihrt zu Positionsbaumen
oder k-aren Baumen.

Nicht-Blattknoten in vollstandige k-are Baumen haben
genau k Nachfolger.
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Positionsbaume

Die Anzahl der Knoten in einem vollstandigen k-aren
Baum der Hohe A bestimmt sich wie folgt:

h—1 _ .
1+k+k”+ﬁ+a”+k“1=_%kz

Eh—1
E—1
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height = 3

Vollstandiger Binarbaum (h = 2)

-

I
g &

depth O

depth 1

depth 2

depth 3
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