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Problemstellung Sortieren

Eingabe: Eine Folge
(a1, ..., an)
von Zahlen.

Ausgabe: Eine Permutation

(ay, ..., ap,)
der Zahlen ay, ..., a, mit
! !
a; < gy
fir0<i<n.
DS 101
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Ubersicht

Wir hatten bis jetzt:

Sortier-Algorithmus worst-case in-place
INSERTION-SORT ~ ©(n?) yes
MERGE-SORT O(nlgn) NO

Jetzt kommen:

Sortier-Algorithmus worst-case in-place
HEAP-SORT O(nlgn)  yes
QUICK-SORT O(n?) yes

QUICK-SORT: avg-case von ©(n1g n) und in praxi sehr
schnell.
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Die Struktur der Daten

e Normalerweise sortiert man nicht nur reine Zahlen,
sondern Datensitze (records, Tupel) nach einem
Feld (Attribut).

o Dieses Feld wird auch Schliissel (key) genannt.

e Da Datensétze grof3 sein kénnen, werden Zeiger auf
die Datensétze benutzt.

e Das spart Kopierkosten!
e Trotzdem formulieren wir Algorithmus mit Zahlen.

e Umformulierung/Umkodierung fiir konkretes Pro-
blem notwendig.

e Errsichtlich: Algorithmus ist Abstraktion.
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Ubersicht

Reine Sortieralgorithmen:

e Alle oben genannten Sortierverfahren basieren auf
Vergleichen.

e Wir werden die Grenzen dieser Verfahren kennen-
lernen.
Untere Schranke: Q(nInn).

e Zwei Sortierverfahren schlagen diese Schranke:
— COUNTING-SORT
Fiir n Zahlen 1,...,k: O(n+ k).

— RADIX-SORT
Erweitern des Zahlenbereiches.

— BUCKET-SORT
Reelle Zahlen, wobei Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung bekannt sein mufl.
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Ubersicht

Dazu lernen wir noch Algorithmen kennen, die die i-t
kleinste Zahl aus einer Sequenz von Zahlen heraussu-
chen.

e Mit Sortieren: O(nlgn).
e Besseres Verfahren: O(n).

e Noch eins: O(n?) worst case, aber O(n) avg-case.

e Und noch ein komplizierterer Algorithmus: O(n).

DS 105
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(Binary) Heap

Ein bindrer Heap ist ein Array, daf als

bindrer Baum angesehen werden kann:

‘vollstandiger”

DS 107

SORTIEREN

Heapsort

Die wichtigsten Eigenschaften von Heapsort in Kiirze:

e worst-case: O(nlgn)
e in-place

e benutzte Datenstruktur: Heap
zur Verwaltung von Information

Ein Heap wird in vielen Algorithmen benétigt, z.B.:

e Prioritédtsschlangen (priority queues)

DS 106
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(Binary) Heap

e Knoten ¢+ Arrayelement

e Baum ist vollstandig gefiillt, bis zu einem Knoten
auf der untersten Ebene. Die restlichen Knoten rechts
davon fehlen.

e Ein Array A, das einen Heap reprisentiert hat zwei
Attribute:

1. length[A]: die Anzahl der Elemente von A.

2. heap-size[A]: die Anzahl der Elemente im Heap,
der in A gespeichert wird.
A ist Vorrat an Speicherplitzen.

e Es gilt: heap-size[A] < length[A]

e Kein Element von A nach A[heap-size[A]] ist be-
nutzt, obwohl natiirlich potentiell alle Elemente A[1
... length[A]] benutzt werden kénnen.
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Heap-Eigenschaft

Es gilt die Heap-Figenschaft:

Fiir jeden Knoten auBer der Wurzel gilt
A[PARENT(i)] > A[i]
In Worten:
Der Wert eines Knotens (der in ihm gespeicher-

ten Zahl) ist hochstens so hoch wie der Wert des
Vaterknotens.

DS 111
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Heap-Indizes

Wie numeriert man die Knoten im Baum, so daf diese
Nummern dann giiltige Arrayindizes ergeben?

o Die Wurzel bekommt die 1.
d.h.: A[1] speichert die Wurzel.

e Index des linken Sohnes von Knoten ¢:

LEFT(i)
return 2i;

e Index des rechten Sohnes von Knoten 3:

RIGHT()
return 2 + 1;

e Index des Vaters von i:

PARENT(i)
return [2i|;

Implementierung: Als Macros using bitshifts.
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Heap-Hohe

Def.: Die H6he eines Knotens in einem Baum definie-
ren wir als die Lange des langsten Pfades vom Knoten
bis zu einem Blatt.

Die Hohe eines Baumes ist dann die Hohe der Wurzel.

Bem: Die Hohe eines Heaps fiir n Elemente ist ©(lgn).
(s. Ubung)

Die meisten Prozeduren auf einem Heap bendtigen eine
Laufzeit, die maximal proportional zur Hohe ist. Also:

O(lgn).
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Heap-Operationen

Fiir das Sortieren interessant:

e HEAPIFY mit O(lgn)
erhilt die Heap-Eigenschaft

e BUILD-HEAP mit O(n)
baut einen Heap aus einem unsortieren Array

e HEAPSORT mit O(nlgn)
sortiert ein Array in-place

Fiir Prioritdtsschlangen:

e EXTRACT-MAX mit O(lgn)
gibt Maximum der im Heap gespeicherten Zahlen

¢ INSERT mit O(lgn)
fiigt Element in Heap ein

DS 113

SORTIEREN

HEAPIFY

HEAPIFY (A, 1)

1 1+ LEFT (3

2 r < RIGHT (v)

3 if I < heap-size[A] and A[l] > Ali]

4 then largest < [

5 else largest < 1

6 if r < heap-size[A] and A[r] > Allargest]
7 then largest < r

8 iflargest # 1

9 then exchange Afi] «+— Allargest]
10 HEAPIFY (A, largest)

DS 115
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HEAPIFY

Ziel:
e Frhalten der Heap-Eigenschaft.

Diese war:

e A[PARENT(i)] > A[i]
fiir alle Knoten ausser der Wurzel

Idee:

e Fingabe: ein ¢

e Annahme: Left(i) und Right(i) sind Heaps
e Aber: A[i] kann kleiner als Sohn sein.

e Mafnahme: lasse A[i] nach unten sinken.

e Dann: Teilbaum von ¢ ist Heap
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HEAPIFY Analyse

Laufzeit von HEAPIFY fiir Teilbaum der grofie n bei
Knoten i:

e max A[i], A[LEFT(i)], A[RIGHT(i)] suchen:
o(1)

e rekursiver Aufruf auf einem Unterbaum von ¢:
maximale Grofe eines solchen Unterbaums: 2n/3

— unterste Ebene ganz voll: n/2
— unterste Ebene nur halb voll: %n

Es ergibt sich also fiir die Laufzeit folgende Rekurrenz:
T(n) <T(2n/3) + 6(1)

Die Losung ist
T(n) = O(lgn)
Oder in Termini der Hohe: T(h) = O(h)
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HEAPIFY Beispiel

(a) i = 2verletzt Heap-Eigenschaft, da A[2] nicht grofer
als beide Sohne.

(b) Heap-Eigenschaft fiir ¢ = 2 wird durch vertauschen
des Inhalts von Knoten 2 und 4 wiederhergestellt.
Aber: Heap-Eigenschaft von ¢ = 4 ist dadurch ver-
letzt. Daher rekursiver Aufruf.

(¢) Vertauschen der Inhalte der Knoten 4 und 9 stellt
die Heap-Eigenschaft fiir ¢ = 4 wieder her.
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Rekurrenzen

Wie bekommt man die Losung einer Rekurrenz?

Methoden:

1. Substitutionsmethode
2. Iterationsmethode

3. Master Theorem
Bemerkungen:

e Fiir obige Rekurrenz verwenden wir das Master Theo-
rem.

e Wenn anwendbar, Master Theorem am einfachsten.
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Master Theorem Dann ergeben sich fiir 7'(n) folgende asymptotischen

Grenzen:
1. Falls
Seien fn) = O(nlogbaie)
e ¢ > 1 und b > 1 Konstanten, fiir ein € > 0
dann
e f(n) eine Funktion, T(n) = O(n'*®?)
e T'(n) definiert fiir die natiirlichen Zahlen durch 2. Falls
_ logya
T(n) = aT(n/b) + f(n) fln) = 65
. . . . dann
wobei n/b interpretiert wird als [n/b] oder [n/b]. T(n) = O(n'* g n)
3. Falls

f(n) _ Q(nlogb a+e)
fiir ein € > 0 und
af(n/b) <cf(n)

fiir ein ¢ < 1 und gentigend grofie n

dann
T'(n) = 0O(f(n))
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Master Theorem Anwendung von 2 BUILD-HEAP

Fir HEAPIFY:

T(n) < T(2n/3) + O(1) e BUILD-HEAP baut einen Heap aus einen Array

e BUILD-HEAP verwendet HEAPIFY

Fall 2 des Master Theorems: — von den Blittern aufwirts zur Wurzel

(2) Falls e In A[(|n/2] +1)...n] sind nur Blitter.
fln) = G(nlogba) e Blatter sind Baume aus einem Knoten und diese
dann sind bereits Heaps.

_ logya
T(n) = ©(n***Ign) e Anwendung von HEAPIFY auf A[l...[n/2]] von

rechts nach links.

Zu zeigen:
o(1) = 9(n1°gZ/3(1)) e Letzteres garantiert fiir ¢
das ist richtig, da — die linken und rechten Teilbdume von 7 sind be-
nlosys(l) — 0 — reits Heaps bevor HEAPIFY auf ¢ angewendet
wird.
Also

T(n) = O(n1°g2/3(1) lgn) = O(lgn)
q.e.d.
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BUILD-HEAP

BUILD-HEAP( A)

1 heap-size[A] < length[A]

2 for i« | length[A]|/2] downto 1
3 do HEAPIFY(A, )
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BUILD-HEAP Analyse

Eine einfache obere Schranke:

e Jeder Aufruf von HEAPIFY kostet O(lgn)
e Es gibt O(n) solche Aufrufe
e Laufzeit: O(nlgn)

Dieses ist zwar eine korrekte obere Schranke, jedoch kei-
ne enge.

Also suchen wir eine bessere.

Knackpunkt:

o Laufzeit von HEAPIFY variiert mit der Hohe

SORTIEREN

DS 131

BUILD-HEAP Analyse

Eigenschaft eines Heaps:

e In einem n-elementigen Heap gibt es hochstens
[n /2h+1-|

an_ten der Hohe h.
(s. Ubung)
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BUILD-HEAP Analyse

HEAPIFY braucht fir Knoten der Hohe h O(n) Zeit.
Es ergeben sich also folgende Kosten fiir BUILD-HEAP:

lgn]  n lgn] A
0 h) = il
hgo [2h+110( ) =0 hX::O 2h
DS 133
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BUILD-HEAP Analyse

Aus lign] lgnl
gn|  n gn
2 [re 10(h) = O(n 2oy
ergibt sich also
lgn] h  h
nEon) = O 2 o)
= O(n)

Also:

e BUILD-HEAP liuft in O(n)

DS 135
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Zwischenrechnung
Es gilt (3.6):
kgo v (1—2x)?
mit x=1/2 erhalten wir
o0 1/2
h
= = 2
=" = A= 1/ae
DS 134
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HEAP-SORT

1. Wir bauen zunéchst einen Heap.
2. Damit steht das grofite Element an der Wurzel.

3. Tausche Wurzel (= A[l]) mit letztem Element in
Heap (A[heap-size]).

4. Wiederherstellen der Heap-Figenschaft.
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HEAP-SORT

HEAPSORT( A)

1
2
3
4
o

BUILD-HEAP( A)
for i < length[A] downto 2
do exchange A[l]<— A[i]
heap-size[A] < heap-size[A]— 1
HEAPIFY( A,1)
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HEAP-SORT Analyse

HEAP-SORT benétigt
O(nlgn)
Zeit, da

e Aufruf von BUILD-HEAP O(n) braucht
e jeder der n—1 Aufrufe von HEAPIFY O(lg n) braucht

QUICK-SORT wird schlechteres worst-case Verhalten
haben, ist aber in der Praxis meistens schneller als HEAP-

SORT.
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Ausflug: Prioritatsschlangen

e Der Heap ist eine niitzliche Datenstruktur.
e Verwendet z.B. fiir Prioritdtsschlangen.

e Die Datenstruktur der Prioritdtsschlangen braucht
man z.B. fir

— Job Scheduling
key = Prioritéit

— Simulatoren
key = Zeitstempel

DS 145
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Prioritatsschlange

Eine Prioritdtsschlange unterstiitzt folgende Operatio-
nen:

e INSERT(S x)
fiigt ein Element z in Menge S ein
S+ Su{z}

e MAXIMUM(S)
gibt das Maximum der Elemente von S zuriick

e EXTRACT-MAX(S)
gibt das Maximum von .S zuriick und entfernt es aus

S.

Dual: MINIMUM(S) und EXTRACT-MIN(S).

Implementierung mit Heaps.

DS 147
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Anmerkungen

e Heap ist eine Datenstruktur
e Prioritdtsschlangen sind eine Datenstruktur
e Wir bauen Prioritétsschlangen mit Heaps

e Frgo: man kann Datenstrukturen mit anderen Da-
tenstrukturen bauen.

DS 146
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HEAP-MAXIMUM

HEAP-MAXIMUM(A)
return All]

Laufzeit: O(1)
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HEAP-EXTRACT-MAX HEAP-INSERT

HEAP-EXTRACT-MAX(A) Idee:

1 if heap-size[A] < 1

2 then error “heap underflow”
3 maz + All] 2. Dann wie INSERTION-SORT (1 5-7) auf dem Pfad
4 A[1] « Alheap-size[Al| bis zur Wurzel richtigen Platz suchen

5 heap-size[A] < heap-size|A] — 1

6 HEAPIFY(A,1)

7 return maz

1. Finfiigen des neuen Elementes ans Ende des Arrays

Laufzeit: O(lgn)

DS 149 DS 150

SORTIEREN ) @
insert: 15 /
@

HEAP-INSERT
HEAP-INSERT(A, key) : : /
heap-size[A] < heap-size[A] + 1
i < heap-size[A] e °

while i > 1 and A[PARENT(:)] < key
do Ali] + A[PARENT(3)
i + PARENT(3)

Ali] + key @
Laufzeit: O(lgn) Q
(Pfadlinge)
()
@ @

DD UL W N

(b)
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Quicksort

Eigenschaften von Quicksort:

e divide-and-conquer-Algorithmus

e worst-case: O(n?)

e avg-case: O(nlgn)

o versteckten Konstanten in ©(n lgn) sind sehr klein

e sortiert in-place
Idee:
o teile nach Elementgréfen

(MERGE-SORT teilt Array nach Lage (Mitte).)

DS 155
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Prioritdtsschlangen auf HEAP-Basis

Zusammenfassend:

e Jede Operation einer Prioritdtsschlange kann in
O(lgn)

mit einem Heap realisiert werden.

DS 154
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Quicksort

Divide-and-conquer-Schritte um A[p. .. r] zu sortieren:

Divide Afp...r] wird umgeordnet in zwei nichtleere
Teilarrays A[p...q] und A[g+1...7], so daB jedes
Element von A[p. .. q| kleiner ist als jedes Element
von Alg+1...7].

q wird von der Umordnungsprozedur mitberechnet

Conquer Die Teilarrays Alp...q] und Alg +1...7]
werden rekursiv durch Quicksort sortiert.

Combine Da in-place sortiert wird, ist in diesem Schritt
keine Arbeit notwendig.
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QUICKSORT

QUICKSORT(A, p, 7)

1
2
3
4

ifp<r
then g < PARTITION(A, p,r)
QUICKSORT(A, p, q)
QUICKSORT(A4,q + 1, 7)

Ein Aufruf QUICKSORT(A,1,length[A]) sortiert das gan-
ze Array A.

DS
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PARTITION

PARTITION( A,p,r)

== O 00 N O Ok W N

z < Alp]
14p—1
jr+1
while TRUE
do repeat j < j — 1
until Ajj] <z
repeat i <1 + 1
until Afi] > z
ifi<y
then exchange Afi] +— A[j]
else return j

DS
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PARTITION

Idee:

e suche ein Pivot-Element

e alle Elemente kleiner als # kommen dannin Afp. . . ]
und alle Elemente grofier als  kommen in Afg +
1...7].

e dazu wird A von links und rechts gleichzeitig durch-
laufen.

e indizes: ¢ von links und j von rechts

e durchlaufen, bis man zwei Elemente A[i] und A[j]
findet mit

—Ali| >z
—Ajjl <=z
diese werden dann vertauscht

e wenn sich ¢ und j treffen ist man fertig.
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PARTITION

e konzeptionell einfach:
schiebe alle Elemente > z in den unteren Teil von
A und alle < z in den oberen Teil von A.

e Pseudocode ist aber trickreich:

— 4 und j bleiben immer in Afp...7].
(kein range-Fehler) nicht offensichtlich im Pseu-
docode.

— wichtig: Alp| wird benutzt.
falls Afr] benutzt und Afr] ist Maximum:
Endlosschleife in QUICKSORT, da PARTITION
q = r zuriickgibt.

e LAUFZEIT: O(n), falls n =7 — p+ 1.

DS 161
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QUICKSORT worst-case

Behauptung;:

e worst-case, falls eine Region n — 1 Elemente, die
andere 1 Element beinhaltet

Annahme:

e Dies geschieht in jedem Schritt
Laufzeitkosten:

e Partitionierungen: ©(n) und ©(1).

Rekurrenz:

T(n)=T(n— 1)+ O(n)

Rekursionsbaum:

DS 163
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QUICKSORT Analyse

Feststellung:
e Laufzeit abhéngig von Balancierung
(Verhaltnis der Groflen beider Partitionen):
— balanciert: asymptotische Laufzeit O(nlgn)

— unbalanciert: asymptotische Laufzeit O(n?)
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QUICKSORT worst-case QUICKSORT worst-case

. . . A k :
e Wir l6sen diese Rekurrenz durch Iteration. TerKungen

e Dazu benotigen wir Beobachtung: T'(1) = O(1) e worst-case tritt auf, falls A schon sortiert

e in diesem Fall braucht INSERTION-SORT O(n)

/-

T(n) = T(n—1)+O(n)
= S ok
X Ok)
= O(S k
(X k)
= 0(n?)
DS 165 DS
SORTIEREN A R o AC ;S
| ' ' e
QUICKSORT best-case 2 .
T
i \ %// e
Behauptung: N / .
= “
e best-case, falls beide Partitionen n/2 grof sind \ e o
s B}
Annahme: N o
g .
e Dieser Fall kommt bei jedem Aufruf vor < _- R
Rek : = o
ekurrenz g/ L
T(n) = 2T(n/2) + O(n) N
E=B o
Rekursionsbaum: b \ E o
g7 S
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QUICKSORT best-case

Losen durch Fall 2 des Master-Theorems: Seien

e ¢ > 1 und b > 1 Konstanten,
e f(n) eine Funktion,
e 7'(n) definiert fiir die natiirlichen Zahlen durch
T(n) = aT(n/b) + f(n)
wobel n/b interpretiert wird als [n/b] oder |n/b].
(2) Falls
f(n) = ©(n®")

dann
T(n) = O(n'*%*1gn)

DS
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Einfluf} Partitionierung auf Rekurrenz

Annahme:

e Partition partitioniert im Verh&ltnis 9:1
Rekurrenz:
T(n) =T(On/10) + T(n/10) + n

Rekursionsbaum:

DS 171
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QUICKSORT best-case

Mita=b=2:
T(n) =O(nlgn)

e Also ist QUICKSORT hier viel schneller.

e Also ist eine “geschickte” Partitionierung sehr wich-
tig.

e Aber: avg-case nah an best-case und nicht an worst-

case
DS 170
X
M o m e -
: 9
0" o = n
log / \ / \
1o 1 9 9 81
100 " 100 " 100 " 0 " - n
WS /N /N /\ \
199 VAR /N
1/ 81 72
1000 " 1000 " n
A
/ N/ \---= n
\
1--—= n
o (nlgn)



SORTIEREN

Einfluf} Partitionierung auf Rekurrenz

Mit

® logjgign = O(lgn)
haben wir

e Laufzeit immer noch ©(nlgn)
Ahnlich:

° 99/1
° 999/1

Allgemein:

e Falls Verhiltnis durch Konstante beschrinkt ist, so
ist die Laufzeit von QUICKSORT O(nlgn)
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Ausflug Gleichverteilung

Was ist Gleichverteilung (von n Zahlen im Bereich [1, k])?
e Wenn jede Zahl von [1, k] gleich hiufig vorkommt,
Wie kommt Gleichverteilung zustande?
e Durch Wiirfeln.
Was ist keine Gleichverteilung?

e Telefonbucheintragungen: Meier haufiger als Moer-
kotte
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Intuition avg-case

Normalerweise:

e in einem Rekursionsbaum gibt es:

— gute Partitionierungen und

— schlechte Partitionierungen

Wie sind diese verteilt?

DS 174
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Intuition avg-case

e Annahme: Eingaben gleichverteilt
e Dann:

— mehr als 80% besser als 9:1
— weniger als 20% schlechter als 9:1

e Gute und schlechte Partitionierungen zufillig auf
Rekursionsbaum verteilt.

e vereinfachende Annahme:

— gute und schlechte Partitionierungen abwechselnd.
— gute sind 1:1 und schlechte n-1:1.

Basiskosten fiir n = 1 seien 1.
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Intuition avg-case

Die Folge von einer guten und einer schlechten Partitio-
nierung liefert
e 3 Teilarrays der GréBen 1, (n —1)/2 und (n —1)/2
e mit Kosten 2n — 1 = O(n)
e Also: dieser Fall ist “fast” der optimale Fall.

e Nur: Konstanten fiir Partitionierung werden gréfier

DS 177
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Randomized Quicksort

Beobachtung (Ex 13.4-4):

e Fiir jede Konstante £ > 0 gilt:

— Fiir alle bis auf O(1/n*) der n! Permutationen
des Eingabearrays hat QUICKSORT die Lauf-
zeit O(nlgn).

Konsequenz:

e permutiere Zahlen im Array zuféllig, da dann Chan-
ce auf worst-case sehr gering

Dies éndert nichts an der asymptotischen Laufzeit.

Realisierung:

e Funktion RANDOM(a,b): liefert eine Zahl zwischen
a und b.

e die Folge dieser Zahlen sieht zufillig aus.
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QUICKSORT: weiteres Vorgehen

e RANDOMIZED-QUICKSORT
damit wir nicht in eine Falle laufen
(alles oder weite strecken schon sortiert)

e Analyse von RANDOMIZED-QUICKSORT

DS 178

SORTIEREN

RANDOMIZED QUICKSORT

RANDOMIZED-PARTITION(A, p, )
1 i+ RANDOM(p,r)

2 exchange A[p] <> Afj]

3 return PARTITION(A,p,r)

RANDOMIZED-QUICKSORT(A, p, )

lifp<r

2 then g + RANDOMIZED-PARTITION(A, p,r)
3 RANDOMIZED-QUICKSORT (A, p, q)

4 RANDOMIZED-QUICKSORT(A4,q + 1, r)
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Randomized Quicksort worst-case

Vorher gesehen:

e worst-case split ergibt O(n?) Laufzeit

e unter der Annahme, daf dies tatsdchlich der schlech-
teste Fall ist

Jetzt:

e Genauere Analyse

DS 181
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Damit:
T(n) = max (T(a) + T(n —q)) +O(n)
2 2
< 15?55(71(0(1 +c(n—q)°) +06(n)

cx max (¢° +(n —q)*) + 6(n)

Da 2. Ableitung von ¢*+(n—q)? nach g positiv (Ubung):
e Maximum bei 1 oder n — 1

Beide Werte gleich!

Also:
2 2
(Jnax (g7 +(n —q)%)
=1"+(n-1)°
=1+(n*—2n+1)
=n?-2n-1)
DS 183
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Randomized Quicksort worst-case

Sei T'(n) worst-case Laufzeit von RANDOMIZED-QUICKSORT

Dann

T(n) = max (T(q)+T(n—q))+0O(n)

1<g<n1

wobei ¢ iiber 1,...,n — 1 lduft, da PARTITION zwei
nicht-leere Regionen erzeugt.

Losung der Rekurrenz:

o Mit der Substitutionsmethode

Wir raten:
T(n) < cn?
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Also

T(n) < c*n®—2c(n—1)+60(n)
< c* n?
falls ¢ so grofl, daB —2¢(n — 1) +©(n) dominiert.
Also:

e worst case O(n?)

gilt auch fir QUICKSORT
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RANDOMIZED-QUICKSORT avg-case

Vorgehen:

e Analyse von RANDOMIZED-PARTITION
e Erstellen der Rekurrenz

e Losen der Rekurrenz
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RANDOMIZED-PARTITION Analyse

Feststellungen:

e Wenn PARTITION aufgerufen wird, hat
RANDOMIZED-PARTITION A[p| mit einem zu-
filligen Element A[i] vertauscht.

o Return-Wert ¢ von PARTITION héngt nur vom
Rang von z = A[i] ab.
(Rang(x) = k, falls z die k-t kleinste Zahl ist.
anders ausgedriickt: es gibt k& Elemente, die < z
sind.

e Falls Alp...7] n = r — p+ 1 Elemente hat, so ist
rank(z) = i (1 < i < n) mit Wahrscheinlichkeit
1/n.
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RANDOMIZED-PARTITION Analyse

vereinfachende Annahme:

e Alle Elemente sind unterschiedlich.
e Dies macht Analyse einfacher.

e Ergebnis O(nlgn) avg-case fiir
RANDOMIZED-QUICKSORT gilt aber auch sonst
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Wir berechnen jetzt die Wahrscheinlichkeit, der ver-
schiedenen Partitionierungen (Grofen).

rank(z) = 1: Dann hilt PARTITION mit i = j = p.
Die linke Partition enthilt nur A[p].

Die Wahrscheinlichkeit hierfiir ist 1/n.
(= Wahrscheinlichkeit rank(z) = 1)

rank(z) > 2: Dann gibt es mindestens ein Element <
z = Alp].
Der erste Durchlauf durch die while-Schleife hélt
beit=p, 7> p.
Alp] wird also in die rechte Partition geschoben.

Wenn PARTITION anhilt, ist jedes Element links
von x echt kleiner als z.

Also: firi =1,...,n — 1, rank(z) > 2:

linke Partition hat mit Wahrscheinlichkeit 1/n GroBe
1
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Zusammenfassend:

Die Grofie g—p+1 der linken Partition ist 1 mit
Wahrscheinlichkeit 2/n und ¢ (i = 2,...,n—1)
mit Wahrscheinlichkeit 1/n
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Mit 7'(1) = ©(1), T(n — 1) = O(n?) (aus worst-case):

%(T(l) +T(n—1) = %(@(1) +0(n%)
= O(n)

O(n) absortiert O(n), also:

T(0) = - "S(T()+ T(n — ) + O
= 2516 + o)
= 25" (k) + 6(n)

n k=1

SORTIEREN
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Erstellen der Rekurrenz

Sei T'(n) die avg-case Laufzeit fiir das Sortieren eines
Arrays der Grofle n.
Es gilt T(1) = ©(1).
PARTITION bendtigt ©(n) und gibt g zuriick.
Rekursives sortieren von Teilarrays der Lénge ¢ und
n—gq.
Also T'(n) =:

1

- (T(l) +T(n—1)+ Zg(T(q) +T(n— q))) +0(n)

(q ist gleichverteilt, wie oben ausgerechnet, ausser daf
q = 1 zweimal vorkommt; einmal aus = herausgezogen.)
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Losen der Rekurrenz: Substitutionsmethode
Annahme: T'(n) < anlgn + b fir Konst. a,b > 0
Weiter: a, b so groB, da8 anlgn + b > T(1)

Dann: Fir n > 1:
2 n—1
T = — T
() = = S(T(k) + ()
2

n

IN

n—1
kgl(ak lgk +b) +O(n)

2a n— 2b
22 R1gk) + “n—1)+6(n)

n k=1

Wir zeigen unten:

n—1 1 1
klek) < =n’lgn — —n?
X, (R k) < pnlem = gn

Damit:
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2a n—1 2b
< == i —
T(n) < o k§1(k lgk) + n(n 1)+ O(n)

2a

IN

(

1

n 2

IN

lgn

= anlgn+b+(0(n)

< anlgn+b

]‘2
)y
")

+b—gn)

%mfn+@m

anlgn — %n—l—?b—f—@(n)

4

dabei a so groB, dafl a/4n majorisiert O(n) + b.
Also: T'(n) = O(nlgn)
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n—1 [n/2]-1 n—1
Y (klgk)= ¥ (klgk)+ ¥ (klgk)
k=1 k=1 k=[n/2]

e erste Summe: lgk <lg(n/2) =1gn — 1.

e zweite Summe: Igk < lgn.

Also:

n—1
1 <
Z (klgk) <

IA

IA

fiir n > 2. qed.

[n/2]

-1

(lgn —1) él k+ (Ign)
lgnnil k— ngl k

= k=1
%n(n —1)lgn — %(g —1)
%n2 lgn — én2

n—1
> k
k=[n/2]

n
2
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7u zeigen:

n—1 1 1
lgk) < =n’lgn — -n?
k§1(k gk) < S lgn —on

leicht;: .
kZI(k lgk) < n’lgn

da jedes klgk < nlgn.

Dies reicht aber nicht, da wir fiir die Losung der Rekur-
renz eine Schranke der Form

1
§n2 lgn — Q(n?)
benotigen.

Also berechnen wir strengere Schranke.

TRICK: spalten der Summe.
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Zusammenfassung

Bis jetzt:
e mehrere Algorithmen in O(nlgn) worst-case oder
avg-case.

e alle Algorithmen basierten auf Vergleichen
Jetzt:

e Beweis einer unteren Schranke fiir vergleichbasierte
Algorithmen

e schnellere Algorithmen, die nicht auf vergleichen ba-
sieren
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Untere Schranken fiir Sortieren

Annahme:

e Es werden nur <, <, >, >, = genutzt um zwei Ele-
mente einer Folge zu sortieren.

e Keine andere Information iiber die Elemente wird
benutzt.

Einschrankung:
e Alle Elemente der Folge sind unterschiedlich.
Daher:

e < reicht aus.
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Entscheidungsbaum

Zusammenhang Algorithmen:

e nur interessant: Vergleiche
vernachléssige: Kontrolle, Zuweisungen, usw.

e jeder vom Algorithmus durchgefiihrter Vergleich ent-
spricht einem Vergleich im Entscheidungsbaum:

— Wurzel=erster Vergleich

— Nachfolgeknoten: abhéngig vom Ausgang vorhe-
riger Vergleiche.

e Jedes Blatt im Entscheidungsbaum ist genau eine
der moglichen Permutationen.

e Alle Permutationen miissen vorkommen.
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Entscheidungsbaum

Beobachtung:

e Es existieren n! Fakultdt Permutationen der Einga-
befolge.

e Nur eine ergibt sortierte Folge.
Entscheidungsbaum:

e Jeder interne Knoten ist mit einem a; : a; markiert.
1<4,7<n.

e Jedes Blatt ist mit einer Permutation markiert.
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